OPCION A

Ejercicio 1 de la opcion A del modelo 6 de 1997.
(a) Dibuja el recinto limitado por las curvas de ecuacionesy =x —x*> e y=x"'—x°.
(b) Halla el area del recinto descrito en el apartado anterior.

Solucién

(a) ,
La grafica de y = x — X” es una parabola (en rojo) con las ramas hacia abajo
Su vértice es V = (1/2, Y2 -1/4) = (0’5, 0'25), y corta a los ejes en los puntos (0,0) vy (1,0)
y =x*— X%, es una cuartica, limy _ ;. (X' —Xx?) =+
Corta alos ejes en (-1,0), (0,0) y (1,0)
Como f( -x) = f(x) es par y simétrica respecto al eje OY
Estudiemos f * (x) para ver su monotonia y extremos.
frx)= 4x3 —2x = 2x(2x2 -1)
f‘(x):Ocuandox:O,x:+\/§/2 y X=-212
Six< -+/2/2, f (x) <0, luego f(x) es decreciente en x < 212
Si -J2/2<x< 0, f (x) > 0, luego f(x) es creciente si N2 <x< 0
Si 0<x<+2/2, f (x) <0, luego f(x) es decrecienteen 0 < x < +2 12
Six> ++/2/2, f° (x) > 0, luego f(x) es creciente en x > + V212
Por definicion en x = -/2 /2, yenx=+ J2 12 hay sendos minimos relativos y en x = 0 un maximo
Por tanto su grafica (en azul) e\s
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(b)

Para hallar el area del recinto descrito en el apartado anterior, hemos de ver los puntos donde coinciden, es decir las
solu<:2ione4s dezla ecuacion . ,

X=X =X =X, es decir la ecuacion X' —x =0 =x(x"— 1) =0, y sus soluciones sonx =0y x = 1.

Area=[ [(x-x?)-(x* %) Jdx= [[[(xx*)] dx= X X l—1/2 ~1/5=3/10 ua
! - [fet] o5 <2 -3 -0m0 ua

Ejercicio 2 de la opcion A del modelo 6 de 1997.
Dada la funcién f: R — R definida por f(x) = x> — 6x° + 2x, halla la ecuacién de la recta tangente a su grafica en su punto
de inflexién
Solucién
Su punto de inflexién anula su segunda derivada
f(x) = x* — 6x% + 2x
f x)=3x°—12x + 2
f*(x)=6x-12
Sif" (x) =0, tenemos x = 2, que es el punto de inflexion pues a su izquierda y derecha la funcién cambia de concavidad
Larectatangenteenx=2es y-f(2)=f'(2)(x—2)
Como f(2) =8-24+4 =-12 y f*(2) = 12-24+2 =-10, la recta tangente pedida es y — (-12) = -10(x —2)
Ejercicio 3 de la opcion A del modelo 6 de 1997.
Sea A la matriz de los coeficientes del sistema de ecuaciones
apX+tapy+tasz=1,
A Xtapytapzgz=-1,
anX+tagpytasz=2,

Resuelve el sistema sabiendo que A™=
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Solucion

X 1
Tenemos el sistema A.|y |=|-1
z 2
X 1 10 -1)1) (-1
Suresoluciones |y |=A"|-1(=[1 2 3| -1|5/5
z 2) 0 0 1){2 2
Ejercicio 4 de la opcion A del modelo 6 de 1997.
Considera el punto P =( 2, 1, 3) y la recta de ecuaciones rE{X;yf_zo

(a) Halla la ecuacion de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a r.
(b) Determina dos puntos A y B de la recta r de forma que el triangulo PAB sea equilatero.

Solucion

@)

Para hallar la ecuacion de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a r., voy a calcular el punto Q de larectar
que esta en la perpendicular y luego determino la recta que pasa por Q y P.

Para el punto Q calculo el plano N perpendicular a la recta r por P, y a continuacion determino Q como interseccion de la
rectar con el plano N

La recta r la ponemos en vectorial, tomando y = A, nos resulta

r = (x,y,z) = (A+5,A,1). Un vector director suyo es v = (1,1,0)

El plano I, pasa por el punto P(2,1,3) y tiene como vector directo n = v = (1,1,0), luego es

M=-1(x-2) =1(y-1) + 0(z-3) =-x—-y+3=0

Q=rnn

-(AM5)—(A)+3=0,-2A-2=0,de donde A =- 1y el punto Q(-1 + 5, -1, 1) = Q(4,-1,1)

La recta pedida s es la que pasa por los puntos P y Q, luego tomo como punto P(2,1,3) y como vector director PQ = (2,-
2,2)

En vectorial

S=(X,Y,2) = (2+ 2\, 1 -2\, 3+ 2X).

(b)
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Determina dos puntos A y B de la recta r de forma que el triangulo PAB sea equilatero.

Como el tridngulo es equilatero, la altura por P cae en el punto medio del segmento AB, que es precisamente el punto Q,

por tanto dicha altura vale CPQO = ( 22+ (-2)2 + 29" = /5~

Como es un triangulo equilatero tenemos que

d(P,A) = d(P,B) = d(A,B)

Fljzandonos en eI triangulo podemos calcular por Pitdgoras el lado a, que es precisamente el lado del triangulo = d(P,A)
=12 + (a/2)?, operando se obtiene a = 4

Como A es un punto genérico de larectar, A(m + 5, m, 1) donde m es un valor cualquiera

PA=(m+3, m-1,-2)

d(P,A) = OPAD = [ (m+3)? + (m-1)* + 22]1®? = 3 = 4. Elevando todo al cuadrado nos queda

(m+3)? + (m-1)* + 2° = 16. Desarrollando y simplificando m? + 2m —1 = 0, cuyas soluciones son:

m=-1+_./2



Para el signo mas obtenemos el punto A, y para el signo . obtenemos el punto B, luego los tres puntos son
P=(21,3)

A4+ 2 ,-1+/2,1)

B(4-v2,-1-42,1)

OPCION B

Ejercicio 1 de la opcion B del modelo 6 de 1997.
Determina una funcion f : R - R sabiendo que es tres veces derivable, que f *’ (x) = 24x para cada punto x de O y que
f(0)=0,f*(0)=1 yf”(0)=2.
Solucion
Por el teorema fundamental del célculo integral

fo(x) = J' £ (x) dx = j 24x dx = 12x% + K

Como f " (0) = 2, sustituyendo queda K = 2, luego f " (x) = 12x% +2
fe(x) = j f (x) dx = J' (12 + 2) dx = 4x% + 2x + K

Como f* (0) = 1, sustituyendo queda K =1, luego f * (x) = 43 +2x + 1
Finalmente f(x) = I £ (x) dx = I (@ +2x + 1) dx = x* + 32 + x + K

Como (0) = 0, K = 0, luego la funcion pedida es f(x) = x* + x* + x

Ejercicio 2 de la opcion B del modelo 6 de 1997.
(a) Si el precio de un diamante es proporcional al cuadrado de su peso, demuestra que siempre se pierde valor al partirlo
en dos trozos..
(b) Como puedes suponer, puede partirse en dos trozos con diferentes pesos de multiples formas. Determina la particion
que origina la maxima pérdida de valor. Razona tu respuesta.

Solucion

(@) )
La funcion a maximizar es V = k.p“, con larelacion x +y = p, de donde y = p —x
V = kx® + ky? = kx® + k(p —x)?
Derivando e igualando a cero
V= 2kx + 2k(p-x)(-1) = 4kx — 2kp
V *=0, obtenemos x =p/2, de donde y = p/2
Veamos que es un minimo
V" =4k >0, luego es un minimo
(b)
Para que la perdida sea maxima, se tiene que dividir el diamante en trozos de igual peso.

Ejercicio 3 de la opcion B del modelo 6 de 1997.
Considera los puntos A=(0,0,0) yB=(2,2,2)
(a) Halla la ecuacion del plano que contiene a todos los puntos C que forman con A y B un triangulo equilatero.
(b) Indica que lugar geométrico forman los puntos C descritos en el apartado (a), expresando los elementos que lo
determinan

Solucion
@
M

Los puntos C estdn en un plano perpendicular al segmento AB en su punto medio M

AB =(2,2,2)

El plano pasa por el punto M(1,1,1) y tiene como vector normal n = AB = (2,2,2)
M=0=2(x-1) + 2(y-1) + 2(z-1) = =. Operando salex +y+z—-3=0

(b)

Los puntos C del apartado anterior estan en una circunferencia, en concreto en la interseccién del plano obtenido con
una esfera.

Vamos a calcularlo

Como el triangulo es equilatero, d(A,C) = d(B,C) = d(A,B)

AB =(2,2,2), luego OAB O=[4+4+4]"? = |12

AC = (x,y,2), luego OAC O=[x* + y? + 2% |¥?

BC = (x-2,y-2,2-2), luego OBC O=[ (x-2) + (y-2) + (z-2)* |¥?

I%ualando%/ elevando al cuadrado fara quitar las raices obtenemos

X2+ Y2+ 7= (x-2)% + (y-2)° + (z-2)° = 12

Por un lado tenemos x* + y* + z° = 12, que es una esfera de centro (0,0,0) y de radio /12



Teniendo en cuenta ese resultado y sustituyendo en (x-2)° + (y-2)° + (z-2)° = 12 nos resulta x + y + z = 3, que era el
plano perpendicular al segmento AB en su punto medio.

Ejercicio 4 de la opcion B del modelo 6 de 1997.

100 0 -1 2 110

Resuelve la ecuacion matricial AX+ 2B =C, siendo A=|2 2 1|, B=|0 1 1|,y C=1 0 2
3 0 -1 101 100
Solucioén

-1 0 O 1 3 4 1 3 -4

AX + 2B =C, luego AX =C — 2B, de donde X=A(C-2B) =| 5/2 1/2 1/2||1 -2 0 |=|-5/2 -17/2 9
3 0 -1){-10 -2 4 9 -10



